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ENUNCIATS DE L’EXAMEN PARCIAL 

PROBLEMA 1) Volem comprovar com afecten les pertorbacions gravitatòries 
als paràmetres finals de l'òrbita heliocèntrica d'una sonda que haurà de trobar-
se amb Júpiter i que passa a una certa distància del planeta Mart. L'òrbita de 
trobada té el seu periheli en l'òrbita de la Terra i el seu afeli a 7.0 UA (Júpiter 
orbita el Sol a 5.2 UA), però prèviament sobrevola Mart (que es troba entre 
Júpiter i la Terra) a 20000 km de distància del centre del planeta. Determinar el 
següent: 

a) Sabent que l'excés de velocitat de la sonda quan entra en la SOI de Mart és
ˆ ˆ14175.2 1890.57 ( / )rV e e m s



   , calcular l'angle de gir  i prendre el valor 
positiu. (1 Punt) 

b) Si la velocitat orbital de Mart en el punt de trobada amb la sonda és
ˆ ˆ2188.56 24788.00 ( / )M rV e e m s  , calcular la velocitat heliocèntrica de la sonda

després de la trobada amb Mart. (0.5 Punts) 

c) Calcular la pertorbació que experimenta la velocitat heliocèntrica de la sonda
com la diferència entre les velocitats heliocèntriques de la sonda després i
abans del seu acostament al planeta vermell. (0.5 Punts)

d) La trobada amb Mart es produeix a una distància de 1.47681 UA del Sol,
determinar el nou afeli de la sonda. Comparar-ho amb l’afeli de l'òrbita original i
comentar. (2 Punts)

Paràmetre de massa del Sol: S = 1.3271020 m3 s-2.
Paràmetre de massa de Mart:  M = 4.2831013 m3 s-2.
1 Unitat Astronòmica: 1 UA = 1.4961011 m. 

PROBLEMA 2) Un globus meteorològic té un volum de 15000 m3 i una massa, 
sense comptar amb el gas, de 300 kg. El globus està ple d'hidrogen amb una 
densitat de 0.11 kg/m3. Suposant que el globus no canvia de volum, a quina 
altitud podrà arribar? Considerar les dades següents de l'atmosfera en la qual 
es troba immers el globus: 

Pressió a nivell del mar: P0 = 101325 Pa. 
Temperatura a nivell del mar: T0 = 288.16 K 
Constant de l’aire: R = 287 J Kg-1 K-1 
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Acceleració de la gravetat: g = 9.81 m s-2 

Regió de 
l’atmosfera 

Gradient vertical de 
temperatura (K km-1) 

0 km a 11 km -6
11 km a 25 km 0 
25 km a 47 km +3.5

(1 Punt) 

PROBLEMA 3) Estem en un ascensor que comença a pujar a la planta baixa 
d’un gratacel. Els timpans, molt sensibles a la variació de pressió, noten que la 
pressió cau un 3% cada minut. Usar la derivada material per a determinar la 
velocitat a la qual ascendeix l'ascensor si l'atmosfera es considera isoterma a 
297.0 K. (2 Punts) 

Pressió al peu de l’edifici: P0 = 1025 hPa 
Constant de l’aire: R = 287 J Kg-1 K-1 
Acceleració de la gravetat: g = 9.81 m s-2 

PROBLEMA 4) Un túnel aerodinàmic compta amb dues seccions cilíndriques 
de diferent diàmetre com en la figura. En la secció 1 de 0.55 m de diàmetre, la 
pressió estàtica i la temperatura són respectivament de 99200 Pa  i 276.5 K. La 
secció 2, d'1.1 m de diàmetre, conté un cilindre de 12 mm de diàmetre la secció 
del qual es representa en la figura com un cercle gris. El número de Reynolds 
per al cilindre, amb grandària característica el seu diàmetre, és Re = 13195. El 
flux es considera incompressible i estacionari. 

a) Determinar les velocitats de l'aire sobre l'eix de la secció 1 i del flux on
es troba immers el cilindre, en la secció 2, si sobre la superfície del
cilindre existeix un punt d’estancament assenyalat com A, la pressió del
qual és Pr = 100410 Pa. (1 Punt)

b) Pot considerar-se uniforme el flux en les seccions 1 i 2 del túnel?
Raonar la resposta. (2 Punts)

Viscositat dinàmica de l’aire:  = 1.810-5 Pa s. 
Constant de l’aire: R = 287 J Kg-1 K-1
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SOLUCIONS 

PROBLEMA 1) 

a) L’angle de gir és

1
2arcsin

e


 
  

 

amb 
2

1 .
M

V r
e 


 

Substituint obtenim 96.4987e   i 1.1875º  . Es tracta d’un angle de gir petit, 
però que pertorba la trajectòria de la sonda. 

b) L’excés de velocitat de la sonda després del sobrevol del paneta és

   

   

cos sin cos sin

sin cos sin cos

r r r

r

V V V V
V

V V V V



  

   

   

   

    

    

   

      
        

      
. 

Substituint, 

ˆ ˆ14133 2183.93 ( / )rV e e m s



  

Per tant, la velocitat heliocèntrica després del sobrevol (
2HV ) és 

2
ˆ ˆ16321.5 26972 ( / )H OM rV V V e e m s



    . 



4 

c) Quan la sonda entra en el SOI de Mart, la seva velocitat heliocèntrica és

1
ˆ ˆ16363.8 26678.6 ( / )H OM rV V V e e m s



   

Per tant la pertorbació de velocitat és 

2 1
ˆ ˆ42.2256 293.369 ( / )H H H rV V V e e m s      . 

d) L’energia total que té la sonda quan abandona el SOI de Mart és

2 8

2

1
1.03699 10 /

2

S
HV J kg

r


      .

El que determina el semieix gran de la nova òrbita com 

116.3983 10 4.27694
2

Sa m UA



     . 

Per una altre banda el moment angular és 

15 2

2 5.95895 10 /Hh rV m s   ,

El que permet determinar l’excentricitat de la nova òrbita 

2

1 0.762745
S

h
e

a
   . 

Finalment el radi de l’afheli de la nova òrbita és 

  121 1.12786 10 7.53917ar a e m UA     . 

És a dir, que el radi de l’afheli de l'òrbita pertorbada es situa 0.54 UA  80 
milions de quilòmetres més allunyat que el de l'òrbita inicial abans de la trobada 
amb Mart. Aquest problema ens mostra que petites pertorbacions poden 
traduir-se en grans alteracions dels paràmetres finals d'una òrbita. 

PROBLEMA 2) 

La massa del globus és igual a la suma de les masses de la càrrega i del gas 
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3 3300 15000 0.11 / 1950T G G GM M V kg m kg m kg      . 

El globus podrà pujar fins que el seu pes sigui igual a l’empenta, 

G a GV g M g  , amb a la densitat de l’aire. Obtenim que
30.13 /a kg m  . 

Hem de calcular a què altitud tenim 
30.13 /a kg m  . 

Segons les dades del problema, a la tropopausa a 11 11000z m de altitud 

1

311
11 0

0

1 0.36103 /

g

Rz
kg m

T


 

 

 
   

 
, 

on 
30

0

0

1.225 /
P

kg m
RT

    és la densitat de l’aire a nivell del mar. 

Com 11 a  el globus pot ascendir encara més. Vegem si tenim una solució 

dins de la zona isoterma de l’estratosfera. En aquesta regió 
 11

0

11

g
z z

RT

a e 
 



i  17638.74z m .

Com 25000z m  concloem que 17638.74 m és l’altitud a la que arribarà el 
globus. 

PROBLEMA 3) 

Si l’atmosfera és isoterma la pressió varia amb l’altura com 0

0

g
z

RT
P P e



 , on

0 297.0T K . Quan l’ascensor puja a la velocitat vertical w, la variació de pressió 
que experimenta un usuari dins del mateix es 

DP P P
w

Dt t z

 
 
 

. 

 P P z i / 0P t   . 
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Quan comença a pujar des de la planta baixa, per a un usuari que es trobi en el 
seu interior 

45 10 /
DP P

Pa s
Dt t


  


  y  0

0 0z

P g
P

z RT


 


. 

Per tant 

0

/
4.35 /

/
z

DP Dt
w m s

P z



 

. 

PROBLEMA 4) 

a) La densitat de l’aire a l’entrada de la secció 1 és

31

1

1.25 /
P

kg m
RT

   , 

que podem considerar constant en tot el túnel de vent. 

El número de Reynolds ens diu quina és la velocitat del flux on es troba immers 

el cilindre, ja que Re
UL


  y 

Re
U

L




, i a la secció 2 obtenim 

2 15.83 /U m s . 
Per a calcular la velocitat en l'eix de la secció 1 podem aplicar el teorema de 
Bernoulli ja que el flux és incompressible i estacionari i considerem que els 
efectes viscosos són menyspreables. Sobre la línia de corrent que va d'1 al 
punt de recés A, tenim que 

 2 1

1

2
44 /

P P
U m s




  . 

b) Si el flux és incompressible i estacionari el cabal d'aire que entra per la
secció 1, 1Q , ha de ser igual al que sorti per la secció 2 2Q . Si a més el camp

de velocitats és uniforme hauria de verificar-se que 1 1 2 2U A U A . Però 
3

1 1 10.45 /U A m s y 3

2 2 15.04 /U A m s . I concloem que el flux no és uniforme.
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EXAMENS PARCIALS 
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ENUNCIATS DE L’EXAMEN FINAL 

L’examen final es va fer de manera telemàtica. Per disminuir el risc de còpia 
vaig fer quatre grups A, B, C y D amb els mateixos problemes però amb dades 
numèriques diferents. A l’índex he posat al costat de les inicials el grup al que 
pertany l’alumne. Als enunciats s’enumeren les dades corresponent a cada 
grup. 

Problema 1) En un túnel de vent s'efectua un assaig sobre una ala finita 
rectangular i el seu perfil per a ala infinita a un determinat número de Reynolds. 
La Figura, al final de l'enunciat del problema, representa el coeficient de 
sustentació per a l'ala infinita (dades en negre), i per a l'ala finita (dades en 
vermell) en funció de l'angle d'atac. La longitud de corda és d'1.47 m. 
L'eficiència de l'ala mesurada és de e1 = A:0.94, B:0.92, C: 0.9, D: 0.88. 
Determinar: 

a) L’allargament de l’ala. (1 punt)

b) La corba polar de l’ala té l’expressió

 
2

0

0

2

L L

D D

c c
c c

e


 


, 

On cD0 = A:0.02, B: 0.025, C:0.03, D:0.35 i cL0 = A:0.1, B:1.0, C:1.5, D:2.0. 
Determinar el valor de l'angle d'atac corresponent al coeficient de sustentació 
òptim ,L optc  per a eficiència aerodinàmica màxima. Considerar e1 = e2. (2 punts).  

c) L'ala s'equipa amb un flap d'intradós formant part d'un avió amb una massa
de 2500 kg (g = 9.81 m s-2). Quan el flap es desplega en l'aterratge, el
coeficient de sustentació del perfil per a ala infinita experimenta un increment
cl = A:0.8, B:1.0, C:1.5, D:2.0 per a tots els angles d'atac. Determinar la
velocitat mínima a nivell del mar a la qual pot volar l'aeronau si l'angle d'atac és
de 10°. Suposar que el flap abasta tota l'envergadura de l'ala. (2 punts).
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PROBLEMA 2) Un avió amb motor alternatiu posseeix les següents 
característiques: 

Massa de l’avió + tripulants 1240 kg 
Massa del combustible 160 kg 
Envergadura (m) A:10, B:11, C:12, D:9.5 
Superfície alar 17 m2 
Factor de eficiència de Oswald A:0.9, B:0.92, C:0.88, D:0.85 
Coeficient de resistència parasita 0.03 
Consum específic cP = 0.35 kg kW-1 h-1

Eficiència de l’hèlix 0.88 
Potencia màxima subministrada 
per l’eix del motor en funció de la 
densitat de l’aire. 

0

0

P P



 ;     P0 = 180 kW 

Dades atmosfera estàndard: 
0 = 1.225 kg m-3

R = 287 J kg-1 K-1 
T0 = 288.16 K 
 = -6.510-3 K m-1

g = 9.81 m s-1
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L'avió s’enlaira des de l'aeroport del Prat amb el dipòsit ple per a cobrir el 
trajecte de A:550 km entre Barcelona i Madrid; B: 230 km entre Barcelona i 
Palma; C: 1100 km entre Barcelona i Lisboa; D: 300 km entre Barcelona i 
Saragossa. 

a) Després de l'enlairament i menyspreant el consum de combustible, l'avió
realitza una maniobra de viratge horitzontal amb un radi de gir de 500 m a una
velocitat de 180 km/h. Determinar l'angle de balanceig, el factor de càrrega i
l'eficiència aerodinàmica durant la maniobra si aquesta es realitza a una altitud
de 2000 m. (1.5 punts)

b) Quan inicia la fase de vol de creuer a 2000 m d'altitud, i suposant que el
consum de combustible també ha estat menyspreable en el viratge, quina és la
velocitat de vol per a potència requerida mínima? (1.5 punts)

c) Calcular el consum de combustible en el vol Barcelona-Madrid quan l'avió
vola a un 80% de l'eficiència aerodinàmica màxima. (1 punt)

d) Determinar la densitat de l'aire en el sostre de vol absolut quan l'aeronau
vola amb tot el combustible. (1 punt)

SOLUCIONS 

PROBLEMA 1) 

a) La relació entre la pendent de l’ala finita cL i infinita cl és

1

1

l
L

l

c
c e

c












,  a on l’allargament és 2 /b S  .

Llavors 
 1

L l

l L

c c

c e c

 

 
 


. 

De la gràfica 16.0lc rad

 i 14.476Lc rad

  i finalment 
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: 7.344

:8.188

: 9.252

:10.63

A

B

C

D





  



. 

b) 

 
2

0

0

L L

D L L

D

c c
E

c c c
c

e

 





. 

Emax el tenim per a 

,

0

L opt
L c

dE

dc
 i per tant

2

, 0 0L opt D Lc ec c   . 

,

: 0.666

: 0.795

: 0.828

:1.058

L opt

A

B
c

C

D





 



. 

De la gràfica    04.476 0.0698 4ºL lc        i 

: 4.527º

: 6.174º

: 5.598º

: 9.540º

A

B

C

D







 



. 

c) Per ala infinita + flap

   0 0 0
l

l l l l l

l

c
c c c c c

c
  



     
  

          
  

. 

Par ala finita sense torsió 
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 0 0
l

L L L

l

c
c c c

c
 



   
  

       
  

. 

Tenir en compte que    0 0L L lc c c        . 

De les expressions anteriors obtenim per  = 10º, ala finita i flap 
:1.69

:1.84

: 2.21

: 2.56

Lf

A

B
c

C

D





 



. 

La superfície de l’ala és 2S c  a on c és la longitud de la corda. 

Com la sustentació L W mg  , la velocitat mínima serà 

: 38.63 /

: 35.07 /2

: 30.09 /

: 25.96 /

S

Lf

A m s

B m smg
u

C m sSc

D m s







  



. 

PROBLEMA 2) 

a) En un viratge horitzontal coordinat l’angle de balanceig compleix
2

cos
u

gR
 

per tant 27º  . El factor de càrrega és 
1

1.122
cos

n


  . 

Per a 2000z m , 31.006 /kg m  . 

2

2
0.7208L

nW
c

u S 

    i  
2

0
L

D D

c
c c

e
 


. 

Finalment /L DE c c obtenint 
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:11.7

:13.04

:13.81

:10.81

A

B
E

C

D





 



. 

b) Per a potència requerida mínima la relació 3/2 /L Dc c ha de ser màxima i 

, 03L opt Dc c e  , per tant la velocitat demanada serà  

,

: 36.23 /

: 34.35 /2

: 33.26 /

: 37.70 /

L opt

A m s

B m sW
u

C m sSc

D m s










  



. 

c) Per a un consum de combustible donat, l’abast és

0 0

1 1

ln ln
p pL

p D p

W Wc
s E

c c W c W

    
    

   
. 

Amb max0.8E E  i tenint en compte que el consum és  0 1W W kg o N W   , 

1

0

( ) :85.86

( ) : 32.92
1

( ) :141.66

( ) : 51.38

p

p

c
s

E

A BCN Madrid kg

B BCN Palma kg
W W e

C BCN Lisboa kg

D BCN Saragossa kg





       

   
 

. 

d) En el sostre de vol

 

3

0 ,min 3/2
0

max

2 1

/
p R

L d

W
P P

S c c




 




  . 

Resultant 
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3

3

3

3

: 0.523 /

: 0.471 /

: 0.441 /

: 0.567 /

A kg m

B kg m

C kg m

D kg m







 




. 
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